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Рассмотрен режим стационарного нагрева системы, состоящей из двух металлических слоев М1 и М2, 
разделенных диэлектрической прослойкой I. Считается, что в слоях поглощается мощность W1 и W2, а 
массивная диэлектрическая подложка, на которой расположена M1/I/M2-система, является термостатом. 
На основании кинетического уравнения для фононной функции распределения проанализирован фонон-
ный перенос тепла в M1/I/M2-системе и найдена зависимость электронных температур слоев, T1 и T2, от 
W1 и W2. Предельные случаи толстых и тонких слоев рассмотрены в реальной экспериментальной ситуа-
ции, когда один из слоев нагревается, а другой слой служит термометром. Проведено сравнение резуль-
татов теории с экспериментом. 
Розглянуто режим стаціонарного нагріву системи, що складається з двох металевих шарів М1 і М2, 
розділених діелектричним прошарком I. Вважається, що в шарах поглинається потужність W1 і W2, а ма-
сивна діелектрична підкладка, на якій розташована M1/I/M2-система, є термостатом. На підставі 
кінетичного рівняння для фононної функції розподілу проаналізовано фононне перенесення тепла в 
M1/I/M2-системі і знайдена залежність електронних температур шарів, T1 і T2 від W1 і W2. Граничні ви-
падки товстих і тонких шарів розглянуто в реальній експериментальній ситуації, коли один з шарів 
нагрівається, а інший шар служить термометром. Проведено порівняння результатів теорії з експери-
ментом. 
PACS: 63.20.kd Фонон-электронное взаимодействие; 
66.70.–f Неэлектронная теплопроводность и распространение тепловых импульсов в твердых 
телах, тепловые волны. 
Ключевые слова: двухслойная наноструктура, стационарный нагрев, фононный теплообмен, низкие тем-
пературы. 
 
1. Введение 
Границы между материалами в значительной степе-
ни определяют специфику и величину тепловых пото-
ков в твердотельных наноструктурах. Так, перенос теп-
ла через границу между двумя металлами (M1/M2) 
осуществляется в основном электронами [1,2], тогда как 
перенос тепла через границу металл–диэлектрик (M/I) 
или между двумя диэлектриками имеет фононную при-
роду [3–6]. Типичной физической ситуацией, где тепло 
переносится фононами через M/I-границу, является от-
вод тепла от нагретой металлической пленки в холод-
ную диэлектрическую подложку. Обычно в экспери-
менте пленка нагревается либо транспортным током, 
либо электромагнитным излучением от СВЧ источника 
или лазера. Во всех этих случаях энергия электромаг-
нитного поля сначала поглощается электронами, затем 
перетекает в фононную подсистему, и уже обмен фоно-
нами между пленкой и подложкой приводит к охлажде-
нию пленки. 
Весьма часто переход энергии от электронов к фо-
нонам описывается так называемой «двухтемператур-
ной моделью», которая основана на предположении, 
что в пленке электроны и фононы термализованы и 
характеризуются температурами eT  и pT  соответст-
венно [7–9]. При этом мощность, передаваемая от 
электронов к фононам имеет вид = ( ) ( ),ep e pP f T f T  
где функция ( )f T  пропорциональна 5T  в области 
температур, низких по сравнению с дебаевской темпе-
ратурой ,D  и пропорциональна T  при .DT  
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Условием термализации электронной подсистемы 
является более высокая частота электрон-электронных 
столкновений по сравнению с частотой столкновений 
электронов с фононами. В области низких температур 
e DT  для чистых металлов это условие выполняет-
ся, если 2 / ,e D FT T  где FT  — фермиевская темпе-
ратура. Отсюда следует, что в чистых металлах элект-
ронная подсистема термализована при субкельвиновых 
температурах. В грязных металлах из-за усиления элек-
трон-электронного и ослабления электрон-фононного 
взаимодействия условие термализации электронов вы-
полняется при eT  10 К [10]. В дальнейшем будем рас-
сматривать именно такие достаточно низкие температу-
ры и считать электроны термализованными. 
В противоположность электронам в низкотемпера-
турной области фононы не термализованы и не имеют 
собственной температуры, поскольку частота фонон-
фононных столкновений на несколько порядков мень-
ше частоты столкновений фононов с электронами [11]. 
Это означает, что при e DT  корректное описание 
фононной подсистемы и фононного переноса тепла в 
структурах, содержащих металлические и диэлектри-
ческие слои, требует подхода, основанного на кинети-
ческом уравнении для фононной функции распределе-
ния. В случае стационарного нагрева пленки, распо-
ложенной на диэлектрической подложке, такой подход 
был сформулирован Шкловским [12,13]. В последую-
щем кинетический подход был распространен на не-
стационарный случай Шкловским и автором [14–16]. 
Этот же формализм использован в настоящей статье 
для структуры M1/I/M2, представляющей собой два 
металлических слоя, разделенных диэлектрической 
прослойкой. 
Наш интерес к M1/I/M2-структурам в большой мере 
связан с экспериментом [17], в котором в двухслойной 
системе один из металлических слоев нагревался или 
охлаждался и при этом измерялись электронные темпе-
ратуры обоих слоев. Заметим, что авторская интерпре-
тация эксперимента основана на предположении, что 
фононы в каждом из слоев термализованы. Поскольку 
температура эксперимента была меньше или порядка 
1 К, предположение о фононной термализации не согла-
суется с приведенным выше утверждением, что при 
DT  фонон-фононные столкновения происходят 
гораздо реже, чем фонон-электронные. Чтобы устранить 
такую несогласованность, в настоящей статье дано ки-
нетическое описание экспериментальных результатов, 
опубликованных в [17]. В рамках кинетического подхо-
да на основании уравнения для фононной функции рас-
пределения мы проанализировали фононный перенос 
тепла в M1/I/M2-системе и нашли зависимость элек-
тронных температур слоев, 1T  и 2 ,T  от удельной мощ-
ности тепловых источников в слоях, 1W  и 2 ,W  при про-
извольных толщинах слоев. Для прояснения физической 
картины фононного теплообмена были рассмотрены 
предельные случаи толстых и тонких слоев, когда не-
равновесные фононы в основном поглощаются в слое 
или соответственно покидают его без перепоглощения. 
Отметим, что в эксперименте толщины металлических 
слоев M1 и M2 и диэлектрической прослойки I имеют 
порядок 10–100 нм, что позволяет относить подобные 
M1/I/M2-сэндвичи к наноструктурам. 
Статья организована следующим образом. В разд. 2 
вычислены электронные температуры металлических 
слоев M1 и M2 при их стационарном нагреве (или охла-
ждении, если < 0).W  В разд. 3 проанализированы пре-
дельные случаи толстых и тонких слоев с точки зрения 
специфической термометрии, когда один из слоев на-
гревается (или охлаждается), а другой слой служит тер-
мометром. В разд. 4 проведено сравнение полученных 
результатов с экспериментом [17] и показано, что тео-
рия, не привлекающая представление о фононной тем-
пературе, хорошо описывает эксперимент. Раздел 5 со-
держит наиболее существенные выводы. 
2. Электронные температуры металлических слоев 
Рассмотрим слоистую структуру M1/I/M2, которая 
состоит из двух металлических слоев толщиной 1d  и 
2d , разделенных диэлектрической прослойкой толщи-
ной id  (рис. 1). Слой M1 лежит на массивной диэлек-
трической подложке, которая имеет температуру BT  и 
играет роль термостата. Чтобы проанализировать низ-
котемпературную кинетику электронов и фононов в 
такой структуре, воспользуемся простой микроскопи-
ческой моделью. Будем считать, что металлы M1 и M2 
идентичны и энергетический спектр электронов в ме-
талле квадратичен и изотропен: 2( ) = /(2 )p mp ; p  — 
квазиимпульс электрона, m  — его эффективная масса. 
При низких температурах закон дисперсии фононов 
можно аппроксимировать линейным соотношением: 
= ,q sq  где q  — модуль волнового вектора фонона, а 
s  — скорость продольного звука. Здесь и далее учи-
тываем только одну, продольную, ветвь колебаний 
решетки. Учет поперечных мод колебаний не меняет 
физическую картину релаксации энергии в слоистой 
структуре, но в то же время конверсия мод на меж-
слоевых границах настолько усложняет описание, что 
аналитический подход вряд ли возможен (см. обсуж-
дение этого вопроса в [15,16]). Перенос энергии между 
электронами и фононами — следствие электрон-фо-
нонного взаимодействия, для которого используем 
приближение потенциала деформации. Имеющий фо-
нонную природу обмен энергией между слоями будем 
описывать в терминах хорошо известной модели аку-
стического рассогласования сред [3–5]. 
В интересующей нас области температур электрон-
электронные столкновения доминируют над электрон-
фононными, а значит, электронные подсистемы метал-
лических слоев M1 и M2 термализованы и характери-
зуются температурами 1T  и 2T  соответственно. Будем 
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считать, что вследствие высокой электронной тепло-
проводности эти температуры не зависят от перпенди-
кулярной к слоям координаты z, т.е. являются констан-
тами. Напротив, фононная функция распределения в k-
ом ( =1, 2)k  металлическом слое, 
( ) ,kNq  зависит от z  
и подчиняется кинетическому уравнению 
 
( )
( )= ( ),
k
k
z pe
dN
s I N
dz
q
q  (1) 
где zs  — проекция скорости фонона на ось z, peI  — 
интеграл фонон-электронных столкновений, который в 
случае фермиевской функции распределения электро-
нов имеет весьма простой вид: 
 
( ) ( )( ) = [ ( ) ( )].k kpe q kI N n T N zq q  (2) 
Здесь 1( ) = [exp( / ) 1]q q Bn T k T  — бозевская функ-
ция распределения ( Bk  — постоянная Больцмана). В 
приближении потенциала деформации частота фонон-
электронных столкновений дается формулой 
 
2 2
3
= ,
2
q
m
s
 (3) 
где  — константа потенциала деформации, имеющая 
порядок энергии Ферми ;F   — плотность металла. 
Заметим, что формула (3) относится к случаю чистого 
металла. В грязных металлах зависимость  от q  
можно аппроксимировать степенной функцией с пока-
зателем степени, зависящим от типа дефектов [14,15]. 
Чтобы сформулировать граничные условия, обра-
тимся к рис. 1, где изображены процессы отражения и 
преломления фононов на границах сред. В металле M1 
на границе с подложкой функция распределения фоно-
нов, имеющих положительную z-компоненту волнового 
вектора, содержит два вклада. Первый из них определя-
ется фононами, пришедшими из подложки, второй — 
фононами металла, отраженными от границы: 
 
(1)(1) (0) = ( ) (0).q BN n T Nq q  (4) 
Здесь  и  — коэффициенты прохождения и отраже-
ния для границы «металл–подложка», BT  — темпера-
тура подложки. В записи граничных условий волновые 
векторы q и q  представляют фононы, имеющие поло-
жительную или отрицательную z-компоненту волнового 
вектора: = ( , , > 0),x y zq q qq  = ( , , ).x y zq q qq  
Условие (4) предполагает, что фононы, вылетевшие 
из слоя M1 в подложку, назад уже не возвращаются. 
Такая картина характерна для монокристаллических 
подложек с высокой теплопроводностью и достаточно 
узких пленок. 
В модели акустического рассогласования [3–5] ве-
роятность прохождения  зависит от угла падения 
фонона  и акустических импедансов смежных сред 
=Z s  и = :Z s  
 
2
4 cos cos
( ) =
( cos cos )
ZZ
Z Z
. (5) 
Углы падения и преломления связаны соотношением 
sin = sin .s s  
Условия на границах 1=z d  и 1= iz d d  записыва-
ются аналогично соотношению (4). При 1=z d  имеем 
 
( ) ( )(1)
1 1 1( ) = ( ) ( ),
i i
N d N d N dqq q  (6) 
 
(1) ( ) (1)
1 1 1( ) = ( ) ( ),
i
N d N d N dqq q  (7) 
тогда как при 1= iz d d  
 
( ) (2)(2)
1 1 1( ) = ( ) ( ),
i
i i iN d d N d d N d dq q q  (8) 
 
( ) (2) ( )
1 1 1( ) = ( ) ( ).
i i
i i iN d d N d d N d dqq q  (9) 
При записи граничных условий использовали равенст-
во ( ) = ( ).  Волновые векторы в прослойке I обо-
Рис. 1. Преломление и отражение фононов на границах сред 
для структуры M1/I/M2, лежащей на диэлектрической подлож-
ке. Показаны направления волновых векторов фононов и чис-
ла заполнения соответствующих фононных состояний. Углы  
и  связаны соотношением sin sin ,s s  где s (s ) — ско-
рость продольного звука в металле (диэлектрике). Считается, 
что металлы M1 и M2 одинаковы и материал диэлектрической 
подложки совпадает с материалом прослойки I. 
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значены q  ,( )q  если они имеют положительную (от-
рицательную) z-компоненту. Отметим, что граничные 
условия написаны в предположении, что металлы M1 и 
M2 одинаковы. Также считались одинаковыми мате-
риалы подложки и прослойки I. Эти предположения не 
влияют на физическую картину фононного теплообме-
на, но существенно упрощают его анализ. 
Последнее граничное условие — условие зеркаль-
ного отражения фононов на внешней границе металли-
ческого слоя M2: 
 
(2)(2)
1 2 1 2( ) = ( ).i iN d d d N d d dq q  (10) 
Решение кинетического уравнения (1) в металличе-
ском слое с номером k  имеет вид 
 
( ) ( )
( ) ( )
( ) = exp( / ) ( ),
k k
q kN z C z l n Tq q q q  (11) 
где = | | / .zl s  Поскольку мы считаем, что в диэлек-
трической прослойке фононы распространяются бал-
листически, фононные функции распределения ( )iN
q
 и 
( )i
N
q
 не зависят от z. Их значения вместе с постоянны-
ми ( )
( )
k
C
q q
 определяются из граничных условий. Полу-
ченные выражения для коэффициентов ( )
( )
k
C
q q
 приве-
дены в Приложении. 
Уравнение для электронной температуры в метал-
лическом слое Mk следует из условия теплового балан-
са: ( )= kk epW P , где kW  — удельная мощность источни-
ков тепла, ( )kepP  — усредненная по толщине слоя 
удельная мощность, передаваемая от электронов к фо-
нонам. ( )kepP  выражается через интеграл фонон-
электронных столкновений: 
 
3
( ) ( )
3
1
= [ ( )]
(2 )
k k
ep q pe
k z Mk
d q
P dz I N z
d
q . (12) 
Подстановка (11) в (12) дает для слоя M1 уравнение 
  
3 ˆ ˆ(1)(1) 1 1
1 3
1 >0
1
= [ (e 1) (e 1)],
(2 )
d d
q z
qz
d q
W s C C
d
q q
  
  (13) 
а для слоя M2 уравнение 
  
3 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )(2)(2) 1 1
2 3
2 >0
1
= [ e e ].
(2 )
d d d di i
q z
qz
d q
W s C C
d
q q
  
  (14) 
Здесь и далее 1dˆ , 2dˆ , 
ˆ
id  обозначают толщины слоев 
1,d  2 ,d  ,id  нормированные на .l  Использовав выра-
жения (34)–(37) для коэффициентов 
( )
( )
,
k
C
q q
 получаем 
следующую систему уравнений для температур T1 и T2: 
 
ˆ3 1 ˆ ˆ2 2 1
1 1 3
>0
(e 1)
= {[(1 )e
(2 )
d
d d
q z
qz
d q
W d s
D
  
 
ˆ ˆ2 2 1
12 (e 1) 2 e ][ ( ) ( )]
d d
q q Bn T n T   
 
ˆ ˆ2 2 1
1 2(e 1)(e )[ ( ) ( )]},
d d
q qn T n T  (15) 
ˆ23 2 ˆ
1
2 2 13
>0
(e 1)
= { e [ ( ) ( )]
(2 )
d
d
q z q q B
qz
d q
W d s n T n T
D
 
 
ˆ2 1
1 2( e )[ ( ) ( )]},
d
q qn T n T  (16) 
где 
ˆ ˆ ˆ ˆ2( ) 2 22 21 2 1 2= (1 )e 2 e 2 e 2 .
d d d d
D  
Уравнения (15) и (16) описывают как нагрев, так и 
охлаждение слоев M1 и M2. При охлаждении слоя Mk 
нужно просто считать, что мощность kW  отрицатель-
на. Заметим, что в низкотемпературном эксперименте 
охлаждение слоя нормального металла может быть 
получено, если этот слой образует туннельный контакт 
со сверхпроводником. Дело в том, что протекание 
электрического тока в такой системе приводит к тун-
нелированию горячих (надщелевых) электронов из 
нормального слоя в сверхпроводник и, таким образом, 
к охлаждению нормального металла [18]. 
3. Толстые и тонкие слои 
Довольно громоздкий вид полученных уравнений 
связан с тем обстоятельством, что они описывают фо-
нонный теплоперенос в M1/I/M2-системе при произ-
вольных значениях толщин металлических слоев. И 
вид уравнений (15), (16), и их анализ существенно уп-
рощаются в предельных случаях тонких и толстых 
слоев. Будем называть слой тонким, если его толщина 
мала по сравнению с pl  — длиной свободного пробега 
фононов до их столкновений с электронами. В этом 
случае (при не слишком малых )  подавляющая часть 
неравновесных фононов покидает слой без перепогло-
щения электронами. В противоположном предельном 
случае толстых слоев излученные электронами нерав-
новесные фононы в основном поглощаются в том же 
слое, что приводит к тепловому равновесию между 
электронной и фононной подсистемами в слое. 
Перейдем к аналитическому описанию предельных 
случаев. Сначала рассмотрим толстые слои. Для та-
ких слоев выполняются неравенства 1
ˆ 1d  и 2
ˆ 1,d  
что позволяет упростить уравнения (15) и (16), опустив 
(после подстановки D и простых вычислений) слагае-
мые, содержащие малые экспоненты 
ˆ
1(2)e .
d
Упро-
щенные уравнения имеют вид 
   
3
1 1 2 2 13
>0
= [ ( ) ( )],
(2 )
q z q q B
qz
d q
W d W d s n T n T  (17) 
     
3
2 2 2 13
>0
= [ ( ) ( )].
1(2 )
q z q q
qz
d q
W d s n T n T  (18) 
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Если нагревается только нижний слой, т.е. если 
2 = 0,W  из (18) следует, что температуры нижнего и 
верхнего слоев совпадают. При этом наличие верхнего 
слоя никак не отражается на температуре нижнего, по-
скольку из (17) следует хорошо известное выражение 
 
1/4
3 2
4
1 1 12 4
120
= ,B
B
s
T T W d
k
 (19) 
полученное в [12] для более простой ситуации, когда 
нагревается толстая пленка, лежащая на диэлектриче-
ской подложке. Входящая в (19) величина 
 
/2
0
= ( )sin(2 )d   
представляет собой усредненную по углам вероятность 
прохождения фонона через M/I-границу. Таким обра-
зом, в случае двух толстых слоев верхний слой являет-
ся хорошим термометром для нижнего. 
Если нагревается только верхний слой: 1 = 0,W  
2 0,W  из уравнений (17) и (18) получаем 
 
1/4
3 2
4
1 2 22 4
120
= B
B
s
T T W d
k
, (20) 
   
1/4
13 2
4 1
2 2 22 4
120
= .
1
B
B
s
T T W d
k
 (21) 
Видно, что температура нижнего слоя M1 такая, как 
если бы вся энергия выделялась в нем, а верхнего слоя 
вообще бы не было. Именно такой перепад температур 
1 BT T  необходим, чтобы отвести в подложку мощ-
ность 2 2 ,W d  приходящуюся на единицу поверхности 
двухслойной системы. Перепад температур между 
верхним и нижним слоями имеет аналогичную приро-
ду. Действительно, для температуры 2T  справедлива 
формула (20) с заменой BT  на 1T  и  на /(1 ).  
Причина последней замены состоит в том, что вероят-
ность выхода фонона из верхнего слоя и его поглоще-
ния в нижнем определяется величиной /(1 )  для 
заданного угла падения. 
Обратимся к случаю тонких слоев: 1
ˆ 1,d  2
ˆ 1.d  
Заметим, что при 1  среднее расстояние, которое 
фонон проходит в слое с толщиной ,pd l  может 
оказаться больше d  из-за многократных отражений от 
границ слоя. В таком случае следует ввести эффектив-
ную толщину слоя /d  [14] и под тонкими слоями 
понимать эффективно тонкие слои, для которых 
ˆ .d  
Наша цель состоит в том, чтобы получить уравне-
ния для 1T  и 2T  с такой точностью (по малым 1dˆ  и 
2
ˆ ),d  которая позволит обнаружить влияние нагрева 
нижнего слоя на температуру верхнего. Пусть нагрева-
ется только нижний слой. Для 1T  имеем уравнение 
 
3
1 13
= [ ( ) ( )].
(2 )
q q q B
d q
W n T n T  (22) 
Это известное уравнение для температуры тонкой 
пленки, нагреваемой тепловым источником с удельной 
мощностью 1W  [12]. Вычисление интеграла дает 
 5 51 1= ( ),BW T T  (23) 
где зависящая от материала константа электрон-фо-
нонной связи 
 
2 2 5
5
3 7 4
= .
4
BD m k
s
 (24) 
Число 5 24,9D  представляет собой значение инте-
грала 1 1
0
= (e 1)k xkD x dx  при = 5.k  В следующем 
разделе нам понадобится также число 6 122,1.D  
С нужной точностью по 1dˆ  уравнение для 2T  имеет 
вид 
3
4
2 1 13
>0
1 ˆ5 ( ) = 2 [ ( ) ( )].
(2 )
B B q q q B
qz
d q
T T T d n T n T   
  (25) 
При записи (25) мы учли, что нагрев верхнего слоя 
пропорционален малому параметру 1
ˆ 1,d  поэтому 
2 .B BT T T  Заметим, что уравнение (25) получено 
при условии ˆ,d  поэтому в нем нельзя переходить 
к пределу 0.  
Если тепло выделяется только в верхнем слое, то его 
температура с достаточной точностью определяется 
равенством (23) с заменой 1 2T T  и 1 2.W W  Темпе-
ратура нижнего слоя (термометра) дается формулой (25) 
с аналогичной заменой индекса 1 индексом 2. 
Рассмотрим теперь два случая, когда слои имеют 
существенно разные толщины. Сначала рассмотрим 
случай, когда 1
ˆ 1,d  а 2
ˆ 1.d  С учетом этих нера-
венств уравнение (15) сводится к (17), а уравнение (16) 
к равенству 
 
3
2 2 13
= [ ( ) ( )].
(2 )
q q q
d q
W n T n T  (26) 
Из (26), в частности, следует, что если верхний слой не 
нагревается, он может служить хорошим термометром, 
так как при 2 = 0W  его температура 2T  равна темпера-
туре нижнего слоя 1.T  Если нагревать только верхний 
слой M2, то, согласно уравнению (26), имеем 
 5 1/52 1 2= ( / ) ,T T W  (27) 
где 1T  определяется равенством (20). 
Фононный перенос энергии в наноструктурах, содержащих два металлических слоя 
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Пусть 1
ˆ 1,d  а 2
ˆ 1.d  Для такого случая уравне-
ния (15) и (16) дают 
 
3
1 13
>0
1
= {(1 3 )[ ( ) ( )]
1 2(2 )
q q q B
qz
d q
W n T n T  
 1 2(1 )[ ( ) ( )]},q qn T n T  (28) 
 
3
2 2 23
>0
= [ ( ) ( )].
1 2(2 )
q q q B
qz
d q
W d n T n T  (29) 
Легко увидеть, что в такой двухслойной системе верх-
ний слой не может служить термометром, так как при 
2 = 0W  его температура 2T  (в рассмотренном прибли-
жении) равна температуре подложки ,BT  тогда как 
нагреваемый нижний слой имеет температуру 1,T  ко-
торая определяется равенством (23) и существенно 
отличается от температуры подложки. 
4. Обсуждение результатов и сравнение с 
экспериментом 
Как отмечалось во Введении, настоящая работа моти-
вирована экспериментом [17], который был проведен 
на системе, состоящей из двух тонких металлических 
слоев (верхнего и нижнего), разделенных прослойкой 
диэлектрика. Суть этого эксперимента заключалась в 
измерении электронных температур в каждом из слоев 
при нагреве (или охлаждении) одного из них. Массив-
ная диэлектрическая подложка, на которую был нане-
сен нижний слой, имела фиксированную температуру, 
т.е. играла роль термостата. 
В разд. 3 мы показали, что тепловые свойства двух-
слойной системы M1/I/M2 в большой степени опреде-
ляются толщинами металлических слоев. Для измере-
ния температуры нагреваемого слоя с помощью слоя-
термометра важным является взаимное расположение 
этих слоев относительно подложки. Так, показания 
термометра зависят от того, расположен он над нагре-
ваемым слоем или между нагреваемым слоем и под-
ложкой (являющейся стоком тепла). Рассмотрим сна-
чала случай, когда термометр M2 расположен над 
толстым нагреваемым слоем M1. В этом случае элек-
тронная температура термометра 2T  совпадает с тем-
пературой 1T  с экспоненциальной точностью по пара-
метру 1/ ,d l  т.е. 
/1
1 2( ) e .
d lpT T  При этом толщина 
слоя-термометра не имеет существенного значения. 
Если же слой M1, в котором мы хотим измерить тем-
пературу, тонкий 1( / 1),d l  то электронная темпера-
тура термометра 2T  мало отличается от температуры 
подложки .BT  Более определенно: 2 1/B pT T d l  при 
любой толщине термометра. Физическая причина 
сильной зависимости температуры термометра 2T  от 
толщины слоя M1 довольно очевидна. Тонкий слой M1 
слабо поглощает фононы подложки и поэтому слой-
термометр M2 сильно охлаждается подложкой даже в 
присутствии слоя M1, расположенного между M1 и 
подложкой. 
Теперь рассмотрим случай, когда термометром яв-
ляется слой M1, расположенный между подложкой и 
нагреваемым слоем M2. Как оказывается, в этом случае 
ни при каких толщинах слоев M1 и M2 температура 
термометра не равна (с экспоненциальной точностью) 
температуре нагреваемого слоя. Так, если в качестве 
термометра использован толстый слой, его температу-
ра 1T  будет такой, как если бы все тепло выделялось в 
нем, а другого слоя вообще не было бы. При этом тем-
пература нагреваемого слоя 2T  (в зависимости от того, 
толстый он или тонкий) определяется уравнениями 
(18) или (26), которые описывают перепад температур 
между слоем M2 и слоем M1, играющим роль термо-
стата. Если и термометром, и нагревателем являются 
тонкие слои, температура термометра 1T  мало отлича-
ется от температуры подложки. Если же нагревателем 
является эффективно толстый слой, температура тер-
мометра дается равенством (28) с 1 = 0.W  
Сравним полученные результаты с экспериментом 
[17]. Чтобы корректно сравнить теорию и эксперимент, 
выясним, толстыми или тонкими являются медные 
слои в этом эксперименте. Для этого найдем среднюю 
вероятность ухода фонона из слоя  и длину сво-
бодного пробега фононов = / ( ),pl s T  где частота фо-
нон-электронных столкновений дается формулой (3) с 
= .Bk T  Вычисление  для границы «медь–
кремний» дает значение 0,144. Зависящая от темпера-
туры длина свободного пробега фононов выражается 
через константу электрон-фононной связи  следую-
щим образом: 
 
4
5
2 3 2
1
( ) = .
2
B
p
D k
l T
Ts
 (30) 
Подстановка в (30) значений = 4700s  м/с, =BT  0,432 К, 
9= 2 10  Вт/(мкм
3
·К
5
) [17] дает для ( )p Bl T  величину 
42,1 10  см. Поскольку в эксперименте толщины метал-
лических слоев 61 2= = 5 10d d  см, для эффективной 
толщины получаем 5eff 1(2)= / = 3,47 10d d  см, от-
куда следует, что eff ( ).p Bd l T  Таким образом, при 
температуре =BT  0,432 К медные слои в эксперименте 
[17] тонкие. 
Рассмотрим (см. рис. 2(б) в [17]) случай, когда слой 
M1 охлаждается, а слой M2 служит термометром. Из 
рисунка следует, что при слабом охлаждении отклоне-
ния температур слоев от температуры термостата BT  
малы по сравнению с BT  и пропорциональны друг 
другу: 2 exp 1= ( ),B BT T C T T  причем exp 0,033.C  
Рассматриваемая экспериментальная ситуация описы-
вается формулой (25). При 1B BT T T  из (25) следу-
ет, что 2 theor 1= ( ),B BT T C T T  где 
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2 3 2
6 1
theor 2 4
5
12
= .
5
B
B
D Ad s T
C
D k
 (31) 
Входящая в (31) величина A представляет собой ин-
теграл 
 
cr
0
sin [2 ( )]
=
( )cos
A d , (32) 
в котором верхним пределом является критический 
угол полного отражения фонона cr = arcsin ( / ).s s  Для 
границы «медь-кремний» величина 0,22,A  что дает 
значение theor 0,031,C  которое мало отличается от 
exp 0,033.C  Полученному совпадению theorC  и expC  
не следует придавать слишком большое значение. 
Действительно, рассматриваемая нами модель являет-
ся весьма упрощенной, не учитывающей, например, 
поперечные фононные моды. Поэтому более реали-
стично ожидать, что теория должна согласовываться с 
экспериментом главным образом в порядках величин. 
Обратимся теперь к случаю сильного нагрева, когда 
1 .B BT T T  Заметим, что в этом случае формула (25) 
должна быть модифицирована. Изменения состоят в 
том, что при вычислениях не будем предполагать ма-
лость 2 BT T  по сравнения с .BT  Проведенные вычис-
ления дают соотношение 
 5 62 theor 11= (5/6) ( 1),t C t  (33) 
где = / .k k Bt T T  Экспериментальные результаты для 
случая сильного нагрева представлены на рис. 2(a) в 
работе [17]. Сравнение теории с экспериментом пока-
зывает, что соотношение (33) описывает результаты 
эксперимента, если взять theor 0,012.C  Заметим, что 
значения theorC  при слабом охлаждении и при сильном 
нагреве одного порядка. Таким образом, теория доста-
точно хорошо согласуется с экспериментом [17]. 
В завершение раздела отметим, что, хотя нами рас-
смотрен случай слоев из одинаковых металлов и оди-
наковых материалов подложки и прослойки, развитый 
формализм может быть обобщен на случай разных 
металлов M1 и M2 и разных диэлектриков подложки и 
прослойки. 
5. Заключение 
В настоящей статье теоретически рассмотрен ста-
ционарный режим нагрева (охлаждения) двухслойной 
системы M1/I/M2 при условии, что роль термостата 
играет массивная диэлектрическая подложка. В отли-
чие от электронов, фононы в каждом из слоев не счи-
таются термализованными. Из условия теплового ба-
ланса в разд. 2 получены уравнения (15) и (16) для 
электронных температур в каждом из слоев. В разд. 3 
эти уравнения проанализированы в предельных случа-
ях толстых и тонких слоев и в явном виде получены 
зависимости электронных температур каждого слоя, 
1T  и 2 ,T  от удельных мощностей тепловыделения в 
слоях, 1W  и 2 .W  В разд. 4 проведено сравнение ре-
зультатов теории с экспериментом [17] и установлено, 
что эксперимент вполне адекватно описывается моде-
лью, не использующей необоснованное предположе-
ние о термализации фононов. Следует также отметить, 
что для согласия теории с экспериментом не требуются 
какие-либо подгоночные параметры. 
Автор выражает благодарность В.А. Шкловскому за 
обсуждение работы. 
6. Приложение 
Значения постоянных ( )
( )
,
k
C
q q
 
( )
( )
i
N
q q
 определяются 
из граничных условий (4), (6)–(10). Для констант 
( )
( )
,
k
C
q q
входящих в выражения баланса тепла (13), (14), 
имеем 
 
ˆ ˆ ˆ2(1) 1 1 2
1= ( e / ){e [(1 )e 2 ][ ( ) ( )]
d d d
q B qC D n T n Tq   
 
ˆ2 2
1 2(e 1)[ ( ) ( )]},
d
q qn T n T  (34) 
 
ˆ2(1) 2
1= ( / ){[2 (e 1) ][ ( ) ( )]
d
q B qC D n T n Tq   
 
ˆ ˆ21 2
1 2e (e 1)[ ( ) ( )]},
d d
q qn T n T  (35) 
 
ˆ ˆ ˆ ˆ2(2) 1 2 1
1= ( e / ){ e [ ( ) ( )]
d d d di
q B qC D n T n Tq   
 
ˆ2 1
1 2(e )[ ( ) ( )]},
d
q qn T n T  (36) 
 
ˆ ˆ ˆ2( )(2) (2)1 2= e ,
d d diC Cqq  (37) 
где 
   
ˆ ˆ ˆ ˆ2( ) 2 22 21 2 1 2= (1 )e 2 e 2 e 2 .
d d d d
D  (38) 
Для компактности формул (34)–(38) использованы как 
,  так и =1 .  Напомним, что толщины слоев 1,d  
2 ,d  id  нормированы на l  и обозначены 1
ˆ ,d  2
ˆ ,d  ˆ .id  
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Phonon transfer of energy in nanostructures 
comprising two metal layers 
A.I. Bezuglyj 
We consider a steady-state heating regime for a sys-
tem consisting of two metal layers, M1 and M2, separat-
ed by a dielectric layer I. It is supposed that the powers 
W1 and W2 are absorbed in the layers, and a massive di-
electric substrate, on which the M1/I/M2 system is situ-
ated, is a thermostat. On the basis of the kinetic equation 
for the phonon distribution function, we analyze the 
phonon heat transfer in the M1/I/M2 system and find the 
dependence of electron temperatures of layers, T1 and 
T2, on W1 and W2. The limiting cases of thick and thin 
layers are considered in a real experimental situation 
where one of the layers is heated and the other layer 
serves as a thermometer. The theoretical results are 
compared with the experimental data. 
PACS: 63.20.kd Phonon-electron interactions; 
66.70.–f Nonelectronic thermal conduction 
and heat-pulse propagation in solids; thermal 
waves. 
Keywords: two-layers nanostructures, steady-state 
heating, phonon heat transfer, low temperatures. 
 
 
 
